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POR QUE A AGUA GELADA ESQUENTA RAPIDAMENTE E O CAFE QUENTE
ESFRIA RAPIDAMENTE?

WHY DOES THE COLD WATER HEAT UP QUICKLY AND THE HOT COFFEE
COOL DOWN QUICKLY?

Edel Alexandre Silva Pontes®

RESUMO: As equagdes diferencias desempenham um papel extremamente importante nas areas de
ciéncias exatas e engenharia. Resolver uma equacdo diferencial constitui encontrar uma familia de curvas
integrais que satisfaca ao modelo proposto. Este estudo objetivou investigar a equacdo diferencial
ordinaria (EDO) linear de 1° ordem de forma a responder alguns questionamentos: Por que a &gua gelada,
se ndo beber logo, esquenta rapidamente, no meio ambiente? Por que o café quente, se ndo tomar logo,
esfria rapidamente, no meio ambiente? Metodologicamente, a ideia do trabalho é mostrar a solucdo de
uma EDO linear de 1° ordem e simular um experimento para saber o que acontece com as duas situacoes,
da 4gua e do café, durante um intervalo de tempo. Espera-se que as aplica¢Bes aqui apresentadas possam
auxiliar o professor de calculo no processo de ensino e aprendizagem de matematica na educacao
superior.

Palavras-chave: Ensino e aprendizagem de matemética; Equacdo diferencial;. Lei de aquecimento e
resfriamento de Newton.

ABSTRACT: Differential equations play an extremely important role in the areas of exact sciences
and engineering. Solving a differential equation constitutes finding a family of integral curves that
satisfies the proposed model. This study aimed to investigate the 1st order linear ordinary differential
equation (ODE) in order to answer some questions: Why does cold water, if you don't drink it soon, get
hot in the environment? Why does hot coffee, if not taken soon, cool quickly in the environment?
Methodologically, the idea of the work is to show the solution of a linear first order ODE and simulate an
experiment to find out what happens with the two situations, water and coffee, over a period of time. It is
hoped that the applications presented here can assist the calculus teacher in the process of teaching and
learning mathematics in higher education.
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1. INTRODUCAO
Diante de todo avanco cientifico e tecnolégico do mundo contemporéneo, percebe-se

cada vez mais a presenca da matematica para comprovar fendmenos da natureza e das coisas.
Diversos pesquisadores matematicos desenvolvem seus estudos na proposta de encontrar
solugbes de determinadas equacgdes diferenciais, com problemas interessantes e desafiadores
que ainda ndo foram resolvidos. De acordo com Pontes (2018), as equacdes diferenciais podem
descrever diversos fendmenos naturais, desde a fisica a biologia.

A matematica é uma ciéncia da natureza e por ter caracteristica abstrata e de linguagem
complexa faz-se dela uma referéncia de mais alta ordem para a compreensdo dos
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fendmenos e efeitos do universo e do processo de construgdo do conhecimento. O
entendimento de modelos matematicos cria euforia para aquele que ensina e expectativa
para aquele que aprende (PONTES, 20193, p.16).

A motivacdo deste trabalho se deve a uma palestra que ministrei sobre problemas de
olimpiada de matemaética em uma escola secundaria da cidade de Macei6. O publico presente
neste evento era de estudantes do terceiro ano do ensino médio interessados em participar
ativamente da Olimpiada Brasileira de Mateméatica — OBM, além de um garoto de 12 anos,
irmdo de um dos estudantes, que assistia ao coléquio com muita aten¢do. “A matematica
ensinada nas escolas e a realidade do mundo atual caminham em sentidos antagonicos, em uma
verdadeira desarmonia” (PONTES, 2018, p.4)

Nesta ocasido, no final da apresentacéo, fiquei disponivel para responder as duvidas que
pudessem advir e, para minha surpresa, 0 jovem mais novo da sala me fez o seguinte
guestionamento:

Jovem: Professor, por que a agua gelada se eu ndo beber logo, ela esquenta? E por que o
café quente, se eu ndo beber logo ele esfria?

Eu: Que bela pergunta! Mas, alguma razdo para compreender esse fendbmeno?

Jovem: Eu perguntei a minha tia e ela me respondeu que foi Deus que fez assim. Mas,
eu queria uma resposta técnica. O senhor é capaz?

Uma das coisas que me faz prosseguir a me dedicar incansavelmente ao estudo da
matematica e de seus modelos é quando me sinto desafiado intelectualmente. Continuei:

Eu: Claro, meu jovem rapaz! Este fenbmeno é nada mais que um problema de
aquecimento e resfriamento de Newton.

Jovem: Carambal

Eu: E nada mais que uma Equagéo Diferencial Ordinaria Linear de 1° ordem, que diz: a

taxa da temperatura é proporcional a diferenga entre a temperatura do corpo e a temperatura do
meio.

Jovem: N&o entendi. Pode explicar?

Eu: Pois, ndo.

Por mais caréncia de contetidos matematicos que este jovem contivesse, ndo poderia ter
0 prazer de negar o desafio e deixa-lo com mais imprecisdes. Desta forma, fomos ao quadro
negro, acompanhado também pelos estudantes, e nos aprazemos por alcancar algo tao peculiar e
presente na vida de qualquer individuo. “No ensino de matematica, em qualquer que seja o
nivel, é facil perceber diversas inquietacbes e indagacdes de alunos sobre sua real
aplicabilidade, contextualidade, utilidade e compreensdo” (PONTES, 2019b, p.194).
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Deste modo, este trabalho objetivou investigar matematicamente a equagéo diferencial
ordinéria linear de 1° ordem de forma a responder as seguintes indagacdes:

a. Por gque a 4gua gelada esquenta rapidamente, no meio ambiente?

b. Por que o café quente esfria rapidamente, no meio ambiente?

Na secdo seguinte, definiremos uma equacao diferencial de ordem n e apresentaremos a
solucdo de uma equacdo diferencial ordinaria linear de 1° ordem. Em seguida, exibiremos um
modelo matematico de Issac Newton para resolucdo de problemas associados a aquecimento e
resfriamento de um corpo, além de responder os dois questionamentos sugeridos. Por fim,
faremos nossas consideraces finais.

2. EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA

Em diversas areas do conhecimento, regularmente aspiramos modelar matematicamente
o0 comportamento de alguns fendbmenos. “Um modelo matematico de um sistema fisico
geralmente envolve a variavel tempo. A solucdo do modelo representa entdo o estado do
sistema, [...] os valores da varidvel dependente (ou varidveis) descrevem o sistema no passado,
presente e futuro” (ZILL, 2001, p.14). “Um modelo mateméatico de um fendmeno ou de uma
situagdo € um conjunto de simbolos e relagdes matematicas que o representam” (JAVARONI,
2007, p.26). Muitas vezes, o modelo matemético do fendbmeno proposto € uma equagéo
diferencial. A construgdo do modelo abrange uma astucia da conjuntura real em linguagem
estritamente matematica.

Nesta configuracdo, o principal desafio que se expde nas equacOes diferenciais é
estabelecer os principios e relagdes que propdem o problema a partir de um conjunto limitado
de informagGes sobre o comportamento geral do modelo, enunciando de maneira precisa todas
as hipoteses imprescindiveis para sua compreensdo. “Uma das principais razdes da importancia
das equagdes diferenciais € que mesmo as equagfes mais simples sdo capazes de representar
sistemas uteis” (THOMAS, 2013, p.2).

A Equacdao Diferencial Ordindria (EDO) de ordem n é toda equacdo,
dy d’%  d"Y
dx dx® T dx"

(2001), Boyce e DiPrima(2002), Pontes (2018) afirmam que resolver uma equacéo diferencial

F(X Y,

) =0, que possui uma fungdo incégnita Y e suas derivadas. Zill

constitui encontrar uma familia de curvas adequada. Uma EDO de 1° ordem é uma equacdo da

forma F(x, y,(;—Y) =0.
X

As equacdes diferencias desempenham um papel muito importante na engenharia e nas
ciéncias exatas. Muitos problemas conduzem a uma ou Vvarias equacdes diferenciais que
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deverdo ser resolvidas. O tipo de equagdes que tém recebido maior atencdo sdo as
equacOes diferenciais lineares, o que justifica o fato existirem técnicas analiticas para
resolver esse tipo de equacbes (MIOTTO, CARGNELUTTI & MACHADO, 2013, p.2).

Uma EDO da forma % + P(x)y = Q(x),onde P(x) e Q(x) séo funcdes continuas em
certo intervalo I, é chamada equacdo linear.

Para encontrar a solucdo da equacdo linear, deve-se usar o fator integrante el PGax
Desta forma, multiplicando ambos os membros da equagdo pelo fator integrante sugerido,

temos;

efp(x)dx Z_i’ + efP(x)de(x)y = efP(x)de(x)_

E conferimos, pela regra da cadeia, que podemos expressa-la como:
da
= [yefP(x)dx] — efP(x)de(x)_
Integrando, temos:
yefP(x)dx — f efP(x)de(x)dx +C
Dai,
y = e~ [ P(x)dx f efP(x)de(x)dx + Ce—JPM@ax
Portanto, a solucdo geral da EDO linear de 1° ordem concebe uma familia de curvas
integrais representada na forma y = e~ /P()AxX([ o/ PMIAX((x)dx + C), onde C é uma
constante arbitraria.
3. LEI DE AQUECIMENTO E RESFRIAMENTO DE NEWTON
O fisico e matematico Isaac Newton (1643 — 1727) publicou um artigo intitulado “Scala
Graduum Caloris”, em que expde um método para medir temperaturas de até 1000°C. Newton
afirmava que a taxa de diminuicdo da temperatura de um corpo (T) em relagdo ao tempo (t) é

proporcional a diferenca de temperaturas entre o corpo (T) e 0 meio ambiente (T,,).

% = —k(T — T,,), k é uma constante de proporcionalidade.

Pela solucdo de uma EDO linear de 1° ordem, temos:
T(t) = Ty, + Ce™kt,
Assim, temos subsidios suficientes para responder as indagacdes do jovem estudante
sobre o0 aquecimento da agua gelada e do resfriamento do café.
Por que a agua gelada, com temperatura inicial 0°C, esquenta rapidamente, no meio

ambiente? Em relagdo a &gua gelada, nota-se que a familia de curvas integrais que definem o
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seu aquecimento é: T(0) =T, + C, no instante inicial t =0, como T(0) = 0,temos que
Trn = —C. Assim sendo, T(¢) = Ty, — Tpe ¥ = T, (1 — e74).

A ideia € fazer uma experiéncia simulando a temperatura do corpo, no caso a agua
gelada, durante um intervalo de tempo. Quanto tempo a agua gastara para atingir a temperatura
do meio? Suponha que a temperatura do meio ambiente esteja em 25° C e no primeiro minuto &

agua aqueceu para 5° C, isto é, T(1) =5. Como T(0) = 0,temos: T = 25(1 —e~*t) -

5=25(1—e7¥) . k =0,287682, temos, T = 25(1 — e~%287682¢),

Pela Tabela 1, percebe-se que a medida que aumenta o tempo, a temperatura da agua se
aproxima da temperatura do meio. Em torno de 12 minutos, a &gua estara proximo da
temperatura do meio, em 25° C. A agua estara quente para beber!

Tabela 1: Comportamento do resfriamento do café quente, em relacéo ao tempo.

T = 25(1 _ e—0,287682t)

Temperatura (Graus Celsius) Tempo (minutos)
Zero Zero
5°C 1 minuto
10°C 1,8 minutos
15°C 3,9 minutos
20°C 5,6 minutos
24°C 11,2 minutos

Fonte: Elaboragédo do Autor.

Por que o café quente, com temperatura inicial 100°C, esfria rapidamente, no meio
ambiente? Em relagdo ao café quente, observa-se que a familia de curvas integrais que definem
0 seu esfriamento é: T(0) = T,,, + C, no instante inicial t = 0, como T'(0) = 100, temos que
T,, + C = 100. Assim sendo, T(t) = T,,, + (100 — T;,,))e "¢,

Seguindo a mesma ideia da simulacdo anterior, no caso agora do café quente, durante
um intervalo de tempo, temos: quanto tempo o café quente gastara para atingir a temperatura do
meio ambiente? Suponha que a temperatura do meio ambiente esteja em 25° C e no primeiro
minuto o café esfriou para 80° C, isto é, T(1) = 80. Como T(0) = 100,temos: T = 25 +
75e 7%t . 80 = 25+ 75e¢7F .. k = 0,310159, temos, T = 25 + 75¢~ 0310159,

Pela Tabela 2, observa-se que a medida que aumenta o tempo, a temperatura do café se
aproxima da temperatura do meio ambiente. Em torno de 14 minutos, o café estard proximo da

temperatura do meio, nesta simulagdo 25° C. O café estar frio para beber!
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Tabela 2: Comportamento do resfriamento do café quente, em relacdo ao tempo

T =25+ 75e—0,310159t

Temperatura (Graus Celsius) Tempo (minutos)
100°C Zero
80°C 1 minuto
50°C 3,5 minutos
40°C 5,2 minutos
30°C 8,6 minutos
26° C 14 minutos

Fonte: Elaboragéo do Autor.

Uma vez que nossa proposta era responder duas perguntas extremamente usuais no
cotidiano de qualquer individuo, pode-se perceber que a missao foi cumprida em sua totalidade.
As EDOs mostram-se uma ferramenta de grande relevancia, ja que admite que se averigue
antecipadamente se a equagdo matematica empregada para modelar o problema
verdadeiramente se adapta ao fendmeno descrito pelo modelo.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram respondidos dois questionamentos, de um jovem estudante, sobre
a lei de aquecimento e resfriamento de Newton por meio das EDO lineares de 1° ordem. Temas
salientes com modelos apropriados, que aproximem o estudante do seu cotidiano, diminuem
drasticamente a evasdo e a retencdo académica. “A escola atual tem um papel decisivo de
minimizar defasagens entre o cotidiano tecnoldgico das criancas e as abstragdes naturais
definidas nas bancas escolares” (PONTES, 2019, p.115)

Os alunos apresentam muita dificuldade para interpretar, entender matemética, pensar
simultaneamente de modos diferentes, entender a conexdo entre a EDO e o sistema real
modelado, interpretar os termos de uma EDO, pois ndo desenvolveram esta capacidade
e sim, passaram muito tempo da vida escolar repetindo e memorizando técnicas
(DULLIUS, VEIT & ARAUJO, 2013, p. 225).

As aplicagdes aqui desenvolvidas podem auxiliar fortemente o professor de célculo dos

cursos de ciéncias exatas e engenharia no processo de ensino e aprendizagem de matematica na

educagdo superior. “Os alunos finalizam os cursos classicos de EDO com pouca compreensao
sobre o que representam as solu¢des de EDO numa situag@o aplicada” (DULLIUS, VEIT &
ARAUJO, 2013, p. 211).
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O uso das EDOs torna-se  um momento especial para que os estudantes entendam as
diversas formas como a matematica pode ser empregada no dia a dia. O atual perfil dos cursos
superiores nas areas de exatas, tanto licenciatura como bacharelado, admite criar estruturas, na
pratica pedagdgica, para diminuir a defasagem entre o que se oferece como teoria e 0 que se
emprega como pratica. “O mundo cientifico e tecnoldgico evolui exponencialmente e a cada
momento se faz necessario um maior entendimento dos modelos matematicos para uma real
compreensdo dos fendmenos que ocorrem na era atual” (PONTES, 2020, p. 1174)

Pode-se afirmar que existem diversas maneiras de expor um modelo matematico, em
qualquer que seja o nivel de ensino, basta apenas, que as etapas e tarefas da proposta pedagdgica
definida estejam dentro dos pré-requisitos estabelecidos. Espera-se que outras propostas para 0
ensino e aprendizagem das EDOs possam ser discutidas em outros estudos, buscando sempre a
melhoria do desempenho académico do estudante.
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